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ZADANIE 1.
Niech f : X → Y bȩdzie funkcja̧ cia̧gÃla̧ z przestrzeni metrycznej X w przestrzeń
metryczna̧ Y . Który ze wzorów jest prawdziwy dla dowolnego zbioru A ⊂ X?
1. f(δA) = δ(f(A)); 2. f(δA) ⊃ δ(f(A)); 3. f(δA) ⊂ δ(f(A));
4. żaden z powyższych wzorów. 7 p.

ROZWIA̧ZANIE: 4. Żaden z powyższych. Mianowicie weźmy f(x) = |x| na R i
A = [−1, 2]. Teraz δA to {−1, 2}, obraz tego brzegu to {1, 2}. Natomiast obraz
zbioru A to [0, 2] i jego brzeg to {0, 2}. Nie ma żadnego zawierania (a tym bardzej
równości) miȩdzy zbiorami {1, 2} i {0, 2}.

ZADANIE 2.
Niech (X, d) bȩdzie przestrzenia̧ metryczna̧ i f : X → R dowolna̧ funkcja̧ rzeczy-
wista̧ określona̧ na X. Sprawdź, czy

d′(x, y) = d(x, y) + |f(x)− f(y)|

jest metryka̧ na X? 7 p.

ROZWIA̧ZANIE: Tak, jest to metryka, bo: 1. Jeśli x = y to d′(x, y) = 0 + 0 = 0,
jeśli zaś x 6= y, to już samo d(x, y) jest wiȩksze od zera, a tym bardziej d(x, y) plus
coś nieujemnego. 2. Oczywíscie d′(x, y) = d′(y, x). 3. d′(x, y) + d′(y, z) = d(x, y) +
|f(x)−f(y)|+d(y, z)+|f(y)−f(z)| = d(x, y)+d(y, z)+|f(x)−f(y)|+|f(y)−f(z)| ≤
d(x, z) + |f(x)− f(y) + f(y)− f(z)| = d(x, z) + +|f(x)− f(z)| = d′(x, z).

ZADANIE 3.
Udowodnij, że jeśli funkcja f z zadania 2 jest cia̧gÃla, to metryka d′ jest równoważna
z d. 8 p.

ROZWIA̧ZANIE: Niech cia̧g xn punktów z X da̧ży do x0 w d. Czyli d(xn, x0) → 0.
Z cia̧gÃlości f cia̧g f(xn) da̧ży do f(x0) w R, czyli |f(xn) − f(x0)| → 0. Zatem
d′(xn, x0) = d(xn, x0) + |f(xn)− f(x0)| również da̧ży do zera, czyli xn da̧ży do x0

w d′. Na odwrót, niech xn da̧ży do x0 w d′. Czyli d′(xn, x0) = d(xn, x0)+ |f(xn)−
f(x0)| → 0. Ponieważ 0 ≤ d(xn, x0) ≤ d(xn, x0) + |f(xn)− f(x0)|, to z twierdzenia
o trzech cia̧gach, d(xn, x0) → 0, czyli xn da̧ży do x0 w d.

ZADANIE 4.
Podaj przykÃlad funkcji niecia̧gÃlej f : R → R, dla której metryka d′ z zadania 3
(mimo niecia̧gÃlości f) jest metryka̧ zupeÃlna̧. 7 p.

ROZWIA̧ZANIE: Na przykÃlad f(x) = 1
x dla x 6= 0 i f(0) = 0. Jest to funkcja

niecia̧gÃla w zerze. Weźmy cia̧g xn podstawowy w d′. Wtedy xn jest podstawowy, a
wiȩc zbieżny do jakiegoś x0, w zwykÃlej metryce na R i dodatkowo cia̧g f(xn) jest
podstawowy (wiȩc zbieżny). Z tego wynika, że x0 jest różne od zera, bo gdyby xn

da̧żyÃlo do zera, to f(xn) byÃlby rozbieżny (jest taka możliwość, że x0 = 0, ale tylko
gdy cia̧g xn = 0 od pewnego miejsca). Skoro x0 6= 0, to f jest cia̧gÃla w x0, zatem
f(xn) da̧ży do f(x0), a sta̧d już Ãlatwo wynika, że xn da̧ży do x0 w d′ (a jeśli zaś
xn = 0 od pewnego miejsca, to też jest to cia̧g zbieżny w d′)



ZADANIE 5.
Zbadaj zbieżność cia̧gu rekurencyjnego (w razie zbieżności oblicz granicȩ)

a0 = 1410

an+1 =
πcos(an)
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7 p.

ROZWIA̧ZANIE: Rozważmy odwzorowanie f : R → R zadane wzorem f(x) =
πcos(x)
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3
. Pochodna tego odwzorowania istnieje wszȩdzie: f ′(x) = −πsin(x)
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wartość bezwzglȩdna nie przekracza π
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3
, co jest staÃla̧ mniejsza̧ od 1. Zatem f

jest odwzorowaniem zbliżaja̧cym na caÃlym R. Sta̧d an, jako cia̧g kolejnych iteracji
startuja̧cych z jakiegoś punktu (konkretnie z 1410, co jednak nie ma tu żadnego
znaczenia) jest zbieżny, a granica̧ jest jedyny punkt staÃly odwzorowania f . ÃLatwo
siȩ sprawdza, że x0 = π

6 jest punktem staÃlym, wiȩc to musi być ta granica.

ZADANIE 6.
Niech f : X → R bȩdzie funkcja̧ rzeczywista̧ cia̧gÃla̧ na przestrzeni metrycznej
zwartej X. Wykaż, że f jest ograniczona. 7 p.

ROZWIA̧ZANIE: Ustalmy ε = 1. Z cia̧gÃlości f , każdy punkt x ∈ X ma otoczenie
Ux takie, że y ∈ Ux =⇒ |f(x)−f(y)| < ε, czyli f(x)−1 < f(y) < f(x)+1. Zbiory
Ux pokrywaja̧ X. Ze zwartości, istnieje podpokrycie skończone. Czyli istnieje
skończenie wiele punktów x1, x2, . . . , xn, takich że X ⊂ Ux1 ∪Ux2 ∪· · ·∪Uxn . Niech
C = min{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} − 1 i D = max{f(x1), f(x2), . . . , f(xn)} + 1 (C
i D sa̧ skończone). Wykażemy, że dla dowolnego y ∈ X zachodzi C < f(y) < D.
Mainowicie każdy y należy do co najmniej jednego ze zbiorów Uxi (i = 1, 2, . . . , n).
Wtedy f(xi) − 1 < f(y) < f(xi) + 1, a ponieważ C ≤ f(xi) − 1 i f(xi) ≤ D + 1,
wiȩc tym bardziej C < f(y) < D.

ZADANIE 7.
Niech A bȩdzie podzbiorem prostej R ze zwykÃla̧ metryka̧ zdefiniowanym nastȩpuja̧co:

A =
{

x : dla każdego n ∈ N istnieje liczba wymierna p
q , (q ∈ N, p ∈ Z),

taka że q > n oraz |x− p
q | < 1

q5

}
.

Które z poniższych stwierdzeń jest prawdziwe, a które nie?
1. A jest zbiorem I kategorii; 2. A pokrywa siȩ ze zbiorem liczb wymiernych;
3. A jest zbiorem rezydualnym; 4. A jest zbiorem pustym. 7 p.

ROZWIA̧ZANIE: 3. A jest zbiorem rezydualnym. PozostaÃle sa̧ faÃlszywe.
Uzasadnienie: Po pierwsze, A zawiera wszystkie liczby wymierne, bo każda̧ taka̧
liczbȩ można zapisać jako p

q z dowolnie dużym mianownikiem q (przez rozszerzanie
uÃlamka). Wtedy |pq − p

q | = 0, a to jest mniejsze od 1
q5 . W szczególności A jest

zbiorem gȩstym (to też eliminuje odpowiedź 4.). Można zapisać

A =
⋂

n∈N

⋃

q≥n

⋃

p∈Z

(
p
q − 1

q5 , p
q + 1

q5

)
,

a to jest ewidentnie zbiór typu Gδ (sumy przedziaÃlów otwartych sa̧ otwarte, a
pierwszy przekrój jest przeliczalny). Zatem A jest rezydualny. FaÃlszywość 1. i 2.
wynika z twierdzenia Baire’a (i tego, że R ze zwykÃla̧ metryka̧ jest zupeÃlna): zbiory
I kategorii (w tym zbiór liczb wymiernych) nie sa̧ jednocześnie rezydualne.
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